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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Η µέθοδος kriging εξετάζεται κριτικά, τόσο από τη σκοπιά της κλασσικής θεωρίας πρό-

γνωσης τυχαίων πεδίων των Wiener-Kolmogorov, όσο και από την πλευρά της πρό-

γνωσης στο πεπερασµένων διαστάσων στατιστικό µοντέλο των λεγοµένων τυχαίων ε-

πιδράσεων. Αποδεικνύεται ότι το kriging ταυτίζεται µε την βέλτιστη οµογενή γραµµική 

ανεπηρέαστη πρόγνωση και ότι το κύριο χαρακτηριστικό του δεν είναι το ανεπηρέαστο 

(unbiased) της πρόγνωσης αλλά ο οµογενής γραµµικός της χαρακτήρας. Προς επίρρω-

ση της τελευταίας παρατήρησης προσδιορίζονται οι σχέσεις για το επηρεασµένο (bi-

ased) kriging µε βάση την  βέλτιστη µη οµογενή γραµµική ανεπηρέαστη πρόγνωση. 
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SUMMARY 

 

The method of kriging is critically examined from the viewpoint of the classical Wie-

ner-Kolmogorov prediction theory for random fields, as well as from the viewpoint of 

the finite-dimensional statistical random effects model. It is shown that ordinary kriging 

is identical with the best homogeneous linear unbiased prediction and that its main 

characteristic is not the unbiased prediction but rather its homogeneous linear character 

(a strictly linear combination of the observations without an additional constant). The 

last argument is emphasized by deriving biased kriging on the basis of best homogene-

ous linear prediction which is biased.  



1. EIΣΑΓΩΓΗ 
 

Η µέθοδος kriging αναπτύχθηκε στις αρχές της δεκαετίας του 50 από το µηχανικό 

ορυχείων Krige (1951) µε σκοπό την πρόγνωση της περιεκτικότητας σε µετάλευµα µιας 

περιοχής εξόρυξης αξιοποιώντας µεµονωµένες µετρήσεις περιεκτικότητας σε συγεκρι-

µένα σηµεία. Η περιεκτικότητα αυτή µοντελοποιείται ως µια στοχαστική συνάρτηση 

στις τρεις διαστάσεις, δηλαδή ως ένα τυχαίο πεδίο (random field) σύµφωνα µε τη πιο 

σύγχρονη ορολογία. Ο γενικότερος χαρακτήρας του kriging ως µεθόδου πρόγνωσης 

ενός τυχαίου πεδίου αναγνωρίστηκε από τον Matheron (1962) ο οποίος µελέτησε τα λε-

πτά µαθηµατικά προβλήµατα που σχετίζονται µε τον απειροδιάστατο χαρακτήρα του 

άγνωστου τυχαίου πεδίου. Έτσι αργότερα η µέθοδος βρήκε εφαρµογή και σε άλλα προ-

βλήµατα πρόγνωσης όπως αυτά της υδρολογίας. Όµως παρόµοια προβλήµατα πρό-

γνωσης τυχαίων πεδίων ή στοχαστικών συναρτήσεων (stochastic processes), όρος που 

επεκράτησε για συναρτήσεις του χρόνου, είχε ήδη µελετηθεί ανεξάρτητα τόσο από τον 

Kolmogorov (1941) όσο και από τον Wiener (1949), ώστε να µπορούµε να µιλούµε για 

µία συγκροτηµένη θεωρία πρόγνωσης τυχαίων πεδίων των Wiener-Kolmogorov. 

Στην γεωδαισία µια παρόµοια µέθοδος εισήχθηκε από τον Moritz (Heiskanen & 

Moritz, 1967) για την πρόγνωση του πεδίου βαρύτητας αλλά αναλύθηκε διεξοδικά από 

τον Krarup (1969), ο οποίος επιπλέον κατέδειξε τη σχέση µε το ντετερµινιστικό πρό-

βληµα παρεµβολής µιας αρµονικής συνάρτησης δυναµικού έλξης η οποία ανήκει σε ένα 

χώρο συναρτήσεων Hilbert µε αναπαραγωγό πυρήνα (reproducing kernel). Η σχετική 

µεθοδολογία ονοµάστηκε σηµειακή προσαρµογή (collocation) ενώ οι ντετερµινιστικές 

της όψεις υπήρξαν αντικείµενο διεξοδικών ερευνών από τους Dermanis (1976), Sansò 

(1978), και άλλους. 

Παρά την παρουσία ενός απειροδιάστατου πεδίου σε κάθε εφαρµογή, το πρόβλη-

µα µπορεί να αναχθεί σε ένα κλασσικό πρόβληµα στατιστικής πρόγνωσης, µε πεπερα-

σµένες διαστάσεις,  στα πλάισια του λεγοµένου µοντέλου τυχαίων επιδράσεων (random 

effects model), επειδή ο αριθµός των δεδοµένων είναι πεπερασµένος αλλά και η ίδια η 

πρόγνωση του άγνωστου τυχαίου πεδίου µπορεί να αντιµετωπισθεί ως πρόβληµα πρό-

γνωσης µίας τιµής του σε οποιοδήποτε σηµείο του πεδίου ορισµού του. 

Παρ’ όλες τις οµοιότητες µε τη γενικότερη θεωρία πρόγνωσης των Wiener-

Kolmogorov η µέθοδος kriging έχει µια σηµαντική διαφορά, στο ότι χρησιµοποιεί τη 

συνάρτηση του µεταβολογράµµατος (variogram) στη θέση της συνάρτησης συµµετα-

βλητότητας (covariance function) του σχετικού τυχαίου πεδίου. Από θεωρητική σκοπιά 

η επιλογή αυτή επεκτίνει την εφαρµοσιµότητα του kriging και σε τυχαία πεδία τα οποία 

διαθέτουν µεταβολόγραµµα αλλά όχι συνάρτηση συµµεταβλητότητας. Η ευρύτητα αυ-

τή του πεδίου εφαρµογής είναι όµως ασήµαντη από πρακτική σκοπιά, όπου πλέον ση-

µαντική είναι η δυνατότητα πρόγνωσης όταν το τυχαίο πεδίο έχει σταθερή µεν αλλά 

άγνωστη συνάρτηση µέσης τιµής, ενώ οι άλλες µέθοδοι προϋποθέτουν γνώση της στα-

θερής µέσης τιµής. 

Περιοριζόµαστε εδώ λόγω του περιορισµένου χώρου στο λεγόµενο κοινό kriging 

(ordinary kriging) µε άγνωστη σταθερή µέση τιµή. Το πρόβληµα του «παγκόσµιου» 

kriging (universal kriging) όπου η άγνωστη µέση συνάρτηση είναι γραµµικός συνδυα-

σµός γνωστών συναρτήσεων µε άγνωστους συντελεστές, αντιµετωπίζεται και αυτό στα 

πλαίσια της κλασσικής πεπερασµένων διαστάσεων στατιστικής µεθοδολογίας εκτί-

µησης-πρόγνωσης στα πλαίσια του λεγοµένου µοντέλου µικτών επιδράσεων (mixed 

effects model). H ουσία όµως των εδώ συγκρίσεων και συµπερασµάτων δεν χρειάζεται 

τη γενίκευση του «παγκόσµιου» kriging (universal kriging), το οποίο απλά οδηγεί σε 

κάπως πολυπλοκότερους αλγορίθµους, οι οποίοι όµως (συνήθως) χρησιµοποιούν τη 

συνάρτηση συµµεταβλητότητας αντί του µεταβολογράµµατος. Περισσότερο δραστική 

είναι η γενικευση του intrinsic kriging, το οποίο οδηγεί σε λύσεις ανεξάρτητες της ά-



γνωστης συνάρτησης µέσης τιµής αξιοποιώντας τη λεγόµενη γενικευµένη συνάρτηση 

συµµεταβλητότητας. Τέλος µια πρόσφατη γενίκευση είναι το γενικευµένο kriging 

(generalized kriging) των Reguzzoni et al. (2005), το οποίο επιτρέπει τη χρήση οποιων-

δήποτε σχεδόν πραµατικών τιµών που σχετίζονται µε το άγνωστο πεδίο, τόσο ως παρα-

τηρήσεων όσο και ως πρσοτήτων προς πρόγνωση, αρκεί αυτές να µπορούν να εκφρα-

στούν ως γραµµικά συναρτησιακά του σχετικού πεδίου (γραµµικές απεικονίσεις συναρ-

τήσεων σε πραγµατικές τιµές). Από την εδώ σύγκριση στα πλαίσια του στατιστικού µο-

ντέλου τυχαίων επιδράσεων, προκύπτει µια ακόµη γενίκευση, το «επηρεασµένο 

kriging» (biased kriging) η οποία έχει ήδη προταθεί από τους Dermanis & Sansò (2007). 

 

 

2. ΠΡΟΓΝΩΣΗ ΜΕ ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΕΠΙ∆ΡΑΣΕΩΝ 
 

Το µοντέλο των τυχαίων επιδράσεων είναι ένα γραµµικό µοντέλο της µορφής 

= +y Gs v , όπου s  είναι ένα διάνυσµα τυχαίων µεταβλητών µε γνωστή µέση τιµή 

{ }E =s m  και γνωστό πίνακα συµµεταβλητότητας {( )( ) }T
E − − = sss m s m C , v  είναι το 

διάνυσµα των τυχαίων σφαλµάτων της µέτρησης µε { }E =v 0  και { }T
E = vvv C , G  εί-

ναι ένας γνωστός πίνακας και y  είναι το τυχαίο διάνυσµα των παρατηρήσεων για το 

οποίο είναι διαθέσιµη µία δειγµατική τιµή ως αποτέλεσµα συγκεκριµένων µετρήσεων. 

Το πρόβληµα είναι η πρόγνωση (δηλαδή η εκτίµηση της αντίστοιχης δειγµατικής τιµής) 

οποιασδήποτε τυχαίας µεταβλητής s′  µε γνωστή µεση τιµή { }E s m′ ′= , η οποία είναι 

συσχετισµένη µε τις τυχαίες µεταβλητές του µοντέλου, µέσω του γνωστου πίνακα δια-

συµµεταβλητότητας {( )( )} sE s m ′′ ′− − = ss m c . Η πρόγνωση χαρακτηρίζεται ως βέλτιστη 

(best) όταν ικανοποιείται το κριτήριο της ελαχιστοποίησης του µέσου τετραγωνικού 

σφάλµατος 2{ } minE ε = , όπου ( )s s′ ′= y� �  είναι η τιµή της πρόγνωσης και s sε ′ ′= −�  το 

σφάλµα της πρόγνωσης. Η πρόγνωση είναι µια συνάρτηση ( )s s′ ′= y� �  των γνωστών πα-

ρατηρήσεων y , η οποία είναι κατά κανόνα γραµµική (linear) µε δύο δυνατές µορφές 

την οµογενή (hom) γραµµική T
s′ = d y  και την µη οµογενή γραµµική (inhom) 

T
s k′ = +d y . Επίσης οι προγνώσεις διακρίνονται σε ανεπηρέαστες (unbiased) για τις 

οποίες { } { }E s E s′ ′=�  και τις επηρεασµένες (biased) για τις οποίες δεν ισχύει ο περιορι-

σµός αυτός. Με βάση τις παραπάνω δυνατότητες µπορούµε να διακρίνουµε τέσσαρεις 

τύπους βέλτιστης πρόγνωσης: 

- Βέλτιστη ανεπηρέαστη µη οµογενής πρόγνωση  

(inhomBLUP = inhomogeneous Best Linear Unbiased Prediction)  

- Βέλτιστη ανεπηρέαστη οµογενής πρόγνωση  

(homBLUP = homogeneous Best Linear Unbiased Prediction)   

- Βέλτιστη επηρεασµένη µη οµογενής πρόγνωση  

(inhomBLΙP = inhomogeneous Best Linear Prediction)  

- Βέλτιστη επηρεασµένη οµογενής πρόγνωση  

(homBLΙP = homogeneous Best Linear Prediction)   

Οι βέλτιστες τιµές των συντελεστών d , ή d  και k , προσδιορίζονται ελαχιστοποι-

όντας τη συνάρτηση 2{ } ( )E ε φ= d , ή 2{ } ( , )E kε φ= d , απευθείας ή κάτω από τη συνθή-

κη ανεπηρέαστη πρόγνωσης T
m′=d Gm , ή T

k m′+ =d Gm . Με βάση τις τιµές των d  

και k  που προκύπτουν, έχουµε τους παρακάτω τύπους πρόγνωσης: 

 



inhomBLUP = inhomBLIP:  
 

1( ) ( )T T

ss m
−

′
′ ′= + + −s ss vc GC G C y Gm�  (1) 

 

homBLUP:  
 

( )1( )T T T

ss mα α−
′′ ′= + + −s ss vc G GC G C y Gm� , 

1

1

( )

( )

T T T

T T T
α

−

−

+
=

+
ss v

ss v

m G GC G C y

m G GC G C Gm
 (2) 

 

homBLIP:  
 

( )1( )T T T

ss mα α−
′′ ′= + + −s ss vc G GC G C y Gm� , 

1

1

( )

1 ( )

T T T

T T T
α

−

−

+
=

+ +
ss v

ss v

m G GC G C y

m G GC G C Gm
 (3) 

 

Παρατηρούµε ότι οι παραπάνω εκτιµήσεις έχουν την ίδια ακριβώς µορφή µε δια-

φορετική µόνο την παράµετρο α , η οποία για την πρόγνωση inhomBLUP = in-

homBLIP µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει την τιµή 1α = . Στην περίπτωση µηδενικών µέ-

σων τιµών ( 0im = , 0m′ = ) όλες οι παραπάνω προγνώσεις ταυτίζονται παίρνοντας την 

κοινή µορφή 1( )T T T

ss
−

′
′ = +s ss vc G GC G C y� . Στην περίπτωση της µη οµογενούς πρόγνω-

σης η ύπαρξη του σταθερού όρου k  εξαφανίζει αυτόµατα την “παρέκκλιση” (bias) και 

η σχετική πρόγνωση είναι ανεπηρέαστη, ακόµη και όταν αυτό δεν είναι µια από τις a 

priori απαιτήσεις. Έτσι ανεπηρέαστη και επηρεασµένη πρόγνωση ταυτίζονται. Oι οµο-

γενείς προγνώσεις προτάθηκαν από τον Schaffrin (Grafrend & Schaffrin, 1993) ως «αν-

θεκτικές» (robust) εναλλακτικές λύσεις στη κλασσική µη οµογενή ανεπηρέαστη πρό-

γνωση, επειδή οι τελευταίες πολλαπλασιάζουν τις µέσες τιµές µε ένα συντελεστή α , ο 

οποίος εξαρτάται από τις παρατηρήσεις και κατά κάποιο τρόπο «προστατεύει» από 

λανθασµένες υποθέσεις σχεικά µε τις µέσες τιµές. Παρόµοιες και κατα τι γενικευµένες 

σχέσεις δόθηκαν και από τον Dermanis (1987) στα πλαίσια της κλασσικής µη οµογε-

νούς ανεπηρέαστης πρόγνωσης, περιλαµβάνοντας τον συντελεστή α  στο µοντέλο, είτε 

ως άγνωστη ντετερµινιστκή παράµετρο, είτε ως στοχαστική παράµετρο µε µέση τιµή 1 

και γνωστή a priori µεταβλητότητα.  

 

 

3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΣΤΗΝ ΠΡΟΓΝΩΣΗ ΤΥΧΑΙΩΝ ΠΕ∆ΙΩΝ 

 

Στην περίπωση ενός αγνώστου τυχαίου πεδίου ( )u x , όπου π.χ. [ ]T
x y z=x  το 

διάνυσµα των καρτεσιανών συντεταγµένων, οι παρατηρήσεις y  έχουν τη µορφή 

( )i i iy u v= +x , 1, 2,...,i n= , δηλαδή παρατηρούνται οι τιµές ( )iu x  του πεδίου σε n  ση-

µεία ix  µε πρόσθετα τυχαία σφάλµατα iv  και ζητείται η πρόγνωση �( )u u≡x x�  της τιµής 

του πεδίου ( )u x  σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο x . Υποθέτουµε πως το τυχαίο πεδίο έχει 

σταθερή συνάρτηση µέση τιµής ( ) { ( )}m E u µ≡ =x x  και γνωστή συνάρτηση συµµετα-

βλητότητας ( , ) {[ ( ) ][ ( ) ]}C E u uµ µ′ ′≡ − −x x x x .  

Για λόγους που σχετίζονται µε το σκοπό της σύγκρισης µε το kriging, υποθέτουµε 

επιπλέον πως η συνάρτηση µέσης τιµής είναι σταθερή, ( )m µ=x , υπόθεση η οποία 

προκύπτει υποχρεωτικά αν υποθέσουµε ότι το τυχαίο πεδίο είναι οµογενές, δηλαδή 

αν ( , ) ( , )C C′ ′= + +x x x τ x τ  για οποιαδήποτε µετατόπιση τ , οπότε (επιλέγοντας 



= −τ x ) η συνάρτηση συµµεταβλητότητας είναι συνάρτηση µόνο της διαφοράς ′ −x x , 

δηλαδή έχει τη µορφή ( )C ′ −x x . 

Θέτοντας ( )i iu u= x  και ( )( ), ( )ik i kC C u u= x x , ( )( ), ( )i ic C u u= x x , έχουµε το µο-

ντέλο τυχαίων επιδράσεων = +y u v , το οποίο αντιστοιχεί στο γενικό µοντέλο 

= +y Gs v  µε =G I , =s u , ( )s u u′ = ≡ xx , =ssC C , 
s′ =sc c , m µ′ = , µ=m s , όπου 

[1 1 ... 1]T=s . Με τις αντικαταστάσεις αυτές οι σχετικές προγνώσεις γίνονται 

 

inhomBLUP = inhomBLUP:  
 

1( ) ( )T
u µ µ−= + + −x vc C C y s�  (4) 

 

homBLUP: 
 

( )1( )Tu α µ α µ−= + + −x vc C C y s� , 
1

1

( )1

( )

T

T
α

µ

−

−

+
=

+
v

v

s C C y

s C C s
 (5) 

 

homBLIP:  
 

( )1( )Tu α µ α µ−= + + −
x v

c C C y s� , 
1

2 1

( )

1 ( )

T

T

µ
α

µ

−

−

+
=

+ +
v

v

s C C y

s C C s
 (6) 

 

 

4. Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΚRIGING ΩΣ ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΟΜΟΓΕΝΗΣ ΑΝΕΠΗΡΕΑΣΤΗ 

ΠΡΟΓΝΩΣΗ 

 

Όπως ήδη επισηµάνθηκε από τον Dermanis (1984), η µέθοδος kriging αντιστοιχεί 

στην βέλτιστη γραµµική οµογενή ανεπηρέαστη πρόγνωση (homBLUP), ενώ η σηµεια-

κή προσαρµογή της γεωδαισίας στην βέλτιστη γραµµική µη οµογενή ανεπηρέαστη πρό-

γνωση (inhomBLUP). Έτσι το κύριο χαρακτηριστικό του kriging είναι ο οµογενής 

γραµµικός χαρακτήρας και όχι ο ανεπηρέαστος χαρακτήρας της πρόγνωσης όπως κοινά 

πιστεύεται. Για να αποδείξουµε τον παραπάνω ισχυρισµό θα πρέπει να µεταφράσουµε 

το σχετικό αποτέλεσµα από τη «γλώσσα» της συνάρτησης συµµεταβλητότητας στη 

«γλώσσα» του µεταβολογράµµατος το οποίο ορίζεται ως 

 

21
( , ) {[ ( ) ( )] }

2
E u uγ ′ ′= −x x x x  (7) 

 

Στο kriging ισχύει η λεγόµενη εγγενής (intrinsic) υπόθεση ότι το µεταβολόγραµ-

µα είναι συνάρτηση µόνο της µετατόπισης ′= −h x x , η οποία είναι αντίστοιχη µε την 

υπόθεση της οµογενούς συµµεταβλητότητας ( , ) ( )C C′ ′= −x x x x , οπότε  

 
2 2 21 1 1

2 2 2
( ) {[ ( ) ( )] } { ( ) } { ( ) ( )} { ( ) }E u u E u E u u E uγ = + − = + − + + =h x h x x h x h x x  

 ( ) ( )C C= −0 h  (8) 

  

Κάτω από την εγγενή υπόθεση της οµογένειας η µέση τιµή είναι υποχρεωτικά 

σταθερή. Εισάγοντας τους πίνακες µεταβολογράµµατος Γ , γ  µε στοιχεία 

( )ik i kγΓ = −x x , ( )i iγ= −γ x x , αντίστοιχα και θέτοντας 0 ( )C C≡ 0 , ισχύουν οι σχέσεις 



µετατροπής 0

T
C= −C ss Γ , 0C= −c s γ  και οι αντίστροφες 0

T
C= −Γ ss C , 0C= −γ s c . 

Για να δείξουµε την ταύτιση της µεθόδου kriging µε τη βέλτιστη οµογενή ανεπηρέαστη 

πρόγνωση θα ξεκινήσουµε από το πολύ κοινό «σύστηµα kriging» το οποίο έχει τη µορ-

φή 

 

0 1
T

k

−     
=     

     

vΓ C s λ γ

s
 (9) 

 

ή αναλυτικά 

 

( ) k− + =vΓ C λ s γ , 1T =s λ , (10) 

 

η λύση του οποίου ως προς λ  οδηγεί στην kriging πρόγνωση ˆ( ) T
u =x λ y . Αν αντικατα-

στήσουµε 0

T
C= −Γ ss C , 0C= −γ s c , το σύστηµα kriging γίνεται 1T =s λ  και 

0 0 0 0( ) ( ) ( )T T
C k C k C k C− − + = − + + = − + + = −v v vss C C λ s ss λ C C λ s s C C λ s s c , ή απλά 

 

( ) k+ − =vC C λ s c , 1T =s λ . (11) 

 

Η πρώτη σχέση δίνει 1( ) ( )k
−= + +vλ C C c s , το οποίο αν αντικατασταθεί στην 

δεύτερη δίνει 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 1T T T T
k k

− − −= + + = + + + =v v vs λ s C C c s s C C c s C C s  και κατά 

συνέπεια 
1

1

1 ( )

( )

T

T
k

−

−

− +
=

+
v

v

s C C c

s C C s
. Με την τιµή αυτή του k  οι συντελεστές λ  γίνονται  
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1 1 1

1
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T
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−
− − −

−

− +
= + + = + + +

+
v

v v v

v

s C C c
λ C C c s C C c C C s

s C C s
 (12) 

 

και η αντίστοιχη πρόγνωση ˆ( ) T
u =x λ y  παίρνει τη µορφή 
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ή απλά 

 

1ˆ( ) ( ) ( )T
u β β−= + + −vx c C C y s , 

1

1

( )

( )

T

T
β

−

−

+
=

+
v

v

s C C y

s C C s
. (14) 

 

Συγκρίνοντας µε τη σχέση (5) για την οµογενή βέλτιστη πρόγνωση, διαπιστώνου-

µε ότι οι δύο µέθοδοι ταυτίζονται, αρκεί να αναγνωρίσουµε ότι β α µ= . Εποµένως το 



κοινό kriging (ordinary kriging) ταυτίζεται µε την οµογενή βέλτιστη πρόγνωση, προκει-

µένου για τυχαία πεδία τα οποία διαθέτουν συνάρτηση µεταβλητότητας. Η ταύτιση αυ-

τή δεν είναι απόλυτη για δύο λόγους: 

(α) το kriging είναι κατά τι «γενικότερο» επειδή µπορεί να εφαρµοστεί σε τυχαία πεδία 

που διαθέτουν µεταβολόγραµµα αλλά όχι και συνάρτηση µεταβλητότητας.  

(β) το kriging δεν απαιτεί γνώση της σταθερής µέσης τιµής µ  του σχετικού οµογενούς 

τυχαίου πεδίου.  

Εκ πρώτης όψεως η δεύτερη παρατήρηση φαίνεται να µην ευσταθεί επειδή η πα-

ρουσία της µέσης τιµής µ  στη σχέση (5) είναι εικονική, όπως εξάλλου φαίνεται από 

την ισοδύναµη σχέση (14) όπου το γινόµενο α µ  έχει αντικατασταθεί από την παράµε-

τρο β α µ= . Όµως η γνώση της τιµής µ  σχετίζεται όχι µε την εφαρµογή της σχέσης 

πρόγνωσης, αλλά µε τον προσεγγιστικό προσδιορισµό του µεταβολογράµµατος ( )γ h  ή 

της συνάρτησης συµµεταβλητότητας ( )C h , κατά περίπτωση, µε βάση τις αντίστοιχες 

σχέσεις 

 

21
( ) {[ ( ) ( )] }

2
E u uγ = − +h x x h  (15) 

 

( ) {[ ( ) ][ ( ) ]}C E u uµ µ= − + −h x x h  (16) 

 

Οι σχετικές προσεγγίσεις βασίζονται στον διαχωρισµό του πεδίου ορισµού D  σε  

επικαλύπτοντα και ανεξάρτητα τµήµατα 
mD  (

mD D∪ = , 
m mD D ′∩ = ∅  για m m′ ≠ ) 

και την προσέγγιση της ( )γ h  ή ( )C h  από βηµατικές συναρτήσεις µε σταθερές τιµές σε 

κάθε τµήµα  
mD  ( ( ) ,m mDγ γ= ∀ ∈h h  και ( ) ,m mC C D= ∀ ∈h h ). Αν υποθέσουµε την 

παρουσία ασυσχέτιστων τυχαίων σφαλµάτων µε σταθερή µεταβλητότητα,  { }i kE v v =  

2

v ikσ δ= , οι τιµές mγ  ή mC  προσεγγίζονται από τις τιµές των παρατηρήσεων 

( )i i iy u v= +x , µέσω των σχέσεων  

 

2 21
ˆ2 2 ( )

k i m

m v i k

Dm

y y
N

γ σ
− ∈

+ = −∑
x x

 (17) 

 

1ˆ ( )( )
k i m

m i k

Dm

C y y
N

µ µ
− ∈

= − −∑
x x

 (18) 

 

όπου mN ο αριθµός των ζευγών σηµείων µε k i mD− ∈x x . Οι σχετικές εκτιµήσεις είναι 

ανεπηρέαστες, ισχύει δηλαδή ότι ˆ{ }m mE γ γ=  και ˆ{ }m mE C C= . Για το µεταβολόγραµµα 

( ) 0γ =0  εξ ορισµού, ενώ η αντίστοιχη τιµή 0 ( )C C= 0  εκτιµάται από τη σχέση  

 

2 2

0

1ˆ ( )
i

v i

m

C y
N

σ µ+ = −∑
x

 (19) 

 

µε 0 0
ˆ{ }E C C= . 

 

 



5. ΕΠΗΡΕΑΣΜΕΝΟ KRIGING 
 

Για να καταδείξουµε ότι το κύριο χαρακτηριστικό του kriging είναι ο οµογενής 

γραµµικός χαρακτήρας της πρόγνωσης και όχι ότι αυτή είναι ανεπηρέαστη, όπως συνή-

θως πιστεύεται, θα «µεταφράσουµε» τη βέλτιστη οµογενή γραµµική πρόγνωση (6) στη 

«γλώσσα» του kriging µέσω των σχέσεων 
0

T
C= −C ss Γ , 

0C= −c s γ . Αντικαθιστώντας 

τους πίνακες C  και c  στη σχέση (6) µε τις παραπάνω τιµές, φθάνουµε, ύστερα από ε-

κτεταµένους αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς, στη σχέση για το επηρεασµένο kriging 

(biased kriging) 

 

( )1ˆ( ) ( )T

vu β β−= + − −x γ Γ C y s , 
1

1

( )

( ) 1

T

v

T

v

H

H
β

−

−

−
=

− −

s Γ C y

s Γ C s
 (20) 

 

η οποία δεν περιέχει τη µέση τιµή µ , αλλά την παράµετρο 2

0H C µ≡ + . Όµως η παρά-

µετρος H , αν και περιέχει τη µέση τιµή µ , µπορεί να προσδιοριστεί απευθείας από της 

παρατηρήσεις, µέσω της σχέσης  

 

2 2

0

1ˆˆ

i

v i

m

H C y
N

σ= + = ∑
x

 (21) 

 

όπου ˆ{ }E H H= , έχουµε δηλαδή µια ανεπηρέαστη εκτίµηση. 
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